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Les structures des extensions quadratiques galoisiennes des corps non 
commutatifs ont iitC etudiees par Dieudonni: [5] et celles des extensions 
quadratiques generales par Cohn [3]. 
Dans [6], une signification geometrique des extensions quadratiques 
galoisiennes et de certaines non galoisiennes a eti: don&e en utilisant la 
notion de S-orthogonalisateur d’un K-espace vectoriel 5. droite, transforma- 
tion qui, a toute droite vectorielle, associe sa perpendiculaire (Probleme de 
Helmholtz). 
Dans le travail actuel, nous Ctendons d’abord cette etude geometrique 
aux extensions quadratiques gCnCrales. Nous introduisons, dans la Section I, 
la notion de (S, T, lI, G)-morphisme d’un K-espace vectoriel B droite B 
sur un autre F, S et T &ant deux endomorphismes de K, II une (S, T)- 
derivation de K et G un T-morphisme de E dans F. Dans la Section 2, 
nous Ctudions plus particulierement le cas oil E ~~ F, T 1 I 1 et G est la 
comcidence. Dans la Section 3, la notion deja vue en [6] de S-orthogonalisa- 
teur est &endue aux (S, LI, h)-orthomorphismes de E, ce qui permet de 
donner une structure geometrique aus extensions quadratiques. D’une 
facon plus generale, il existe un (S, I>, X)-orthomorphisme de B si et seulement 
s’il existe un K-espace vectoriel a droite F et une extension quadratique I, 
tels que E - F OK L. 
Les extensions cycliqucs d’ordre n ont et& etudiees par Amitsur [1] et 
les extensions pseudo-lineaires binomiales d’ordre premier ont CtC etudiees 
par Cohn [4]. Dans la Section 4, nous introduisons la notion de (S, n)- 
orthogonalisateur, ce qui permet de donner une structure geometrique a 
une classe d’extensions d’ordre quelconque n, plus vaste que les cycliques. 
Plus generalement, il existe un (S, n)-orthomorphisme de E si et seulement 
s’il existe un K-espace vectoriel B droite F et uric extension L d’ordre n de K, 
cngendree par un element primitif w tel que ZP E K, tels que E == F oKL. 
Enfin, dans la Section 5, nous etudions les conditions caracteristiques 
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STRUCTURES GfiOMkTRIQUES 19 
pour que ces extensions soient galoisiennes. Si p est l’ordre du groupe 
cyclique engendrt par S sur le centralisateur V de K dans l’extension L, 
alors L est galoisienne sur K si et seulement s’il existe un Clement a E V 
tel que N9(a; S) soit racine n/p-i&me de l’unite. 
1. (S, T, D, G)-MORPHISMES 
Soient K un corps, S et T deux endomorphismes de ce corps. Rappelons 
qu’une (3, T)-derivation D de K est un endomorphisme du groupe additif 
de K tel que, pour tous a et b de K: 
(ab)D = aD . bS + UT. bD. 
Soient E et F deux espaces vectoriels a droite sur K. Rappelons qu’un 
T-morphisme G de E dans F est un morphisme du groupe additif de E 
dans celui de F tel que, pour tout x de E et tout a de K: 
(xu)G = xG . UT. 
DEFINITION. On nommeru (S, T, D, G)-morphisme de E duns F toute 
application H : E + F telle que, pour tous x et y  de E et tout a de K: 
(xu)H = xH . US + xG . uD. 
Si D = 0 ou G = 0, alors H est un S-morphisme de E dans F. Dans 
toute la suite, on supposera G # 0. 
On sait qu’une (S, T)-derivation d’un corps K est Cquivalente au mor- 
phisme suivant 6 du corps K dans l’anneau d,(K) des matrices triangulaires 
2 x 2 sur K: 
KS est un sous-corps de d,(K), isomorphe a K. Par consequent, un 
(S, T, D, G)-morphisme H de E dans F peut &tre decrit comme une applica- 
tion &semi-lineaire f  : x + (xG, xH) de E dans F2: 
(xu) f  = xf . a8 = (xG, xH) (“; “,“,j = (xG . UT, xG . UD + xH . US) 
= ((xu)G, (xu)H). (UEK) 
11 en resulte immediatement le thboreme suivant: 
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TH$OR~ME I. Soit (eJiSl une K-base 12 droite de E. Pour toute famille 
(zL<)~~~ d’&nents de F, il existe un (S, T, D, G)-morphisme H et un seul de E 
dans F tel que ejH ~~ ui (i E I). 
On a maintenant la propriM suivante: 
PROPOSITION 1. S’oient D une (S, T)-dtk’aation de A’ et G un T-morphisme 
de E duns F, p un Ck’ment de K. Pow que Gp soit un (S, T, D, G)-morphisme 
de E dans F, il faut et il sufit que D soit inte’rieure induite par -p. 
En effet, pour tout x de E et tout a de K: 
(xa) Gp == xG aTp -- xGp . aS + xG aD 
Cquivaut B: 
aD = --p aS + aTp, 
ce qui dkmontre la proposition. 
La (S, T)-dkrivation intkrieure induite par p se notera I),, . 
Iiemarquons que Gp est un (S, T, 1)X, , G)-morphisme qui applique 
toute droite vectorielle de E dans une droite vectorielle de F. Sous supposons 
dans la suite que les dimensions B droite de E et F sont au moins 2 et que 
G est inject;f. Cherchons B quelles conditions un (S, T, D, G)-morphisme H 
de E dans F applique toute droite vectorielle dans une droite vectorielle. 
Si D = 0, alors I1 est un S-morphisme de E dans F, done poss&de cettc 
propriM. Supposons done 1) + 0. Si I-I posskde la propriM, alors, pour 
tout .x f  0 dans E et tout a de K, (xa)H et xH appartienncnt B la droite 
vectorielle contenant XC. 11 existe par conskquent une application p : E” ---f K 
telle que, pour tout x t E*: 
Alors: 
d’oh: 
(x + y)l’f = (x + y)G . (x -t Y)P, (x, y  E E”) 
xG ' xp + yG 'Y/J = xG .(x +Y)p +yG. (x +Y)P. 
Pour toute famille {x, y} libre & droite dans E, {xG, yG} est libre ?I droite 
dans F et par suite: 
XP = YP = (x +Y)P- 
Par conskquent: 
xp = (xa>p =YP, 
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et p est une application constante de E* dans K; par suite H = Gp (et H 
est injectif). Alors (Prop. l), D est interieure induite par -p. On peut done 
Cnoncer: 
TH&OR~ME 2. Un (S, T, D, G)- mor ph. asme H de E dans F avec G injectif 
et D # 0 applique to&e droite vectorielle de E dans une droite vectorielle 
de F si et seulement si H = Gp avec D intkieure induite par -p. 
Demontrons maintenant la propriete suivante, G n’etant pas necessairement 
injectif: 
PROPOSITION 2. Soit H un (S, T, D, G)-morphisme de E darts F. Pour 
tout element p de K, H - Gp est un (S, T, D + D, , G)-morphisme. 
En effet : 
(xa)(H - Gp) = xH. aS + xG . aD - xG . aTp, (xEE, aEK) 
= x(H - Gp) . aS + xG . a(D + D,). 
COROLLAIRE 1. Soient H un (S, T, D, G)-morphisme de E dans F et 
p E K. Alors H - Gp est un S-morphisme de E dans F si et seulement si D 
est inte’rieure induite par -p. 
Dans le cas oh E = F on a aussi: 
COROLLAIRE 2. Soient H un S-morphisme et G un T-morphisme de E. 
Pour que H - Gp soit un (S, T, D, G)-morphisme de E, il faut et il sufit 
que D soit interieure induite par p. 
2. (S,D)-MORPHISMES 
Si D est une S-derivation (T = 1) et G un morphisme de E dans F, 
un (S, 1, D, G)-morphisme se nommera brievement un (S, D, G)-morphisme. 
Si de plus E = F et G est la coincidence (notee I), un (S, D, I)-morphisme 
de E se nommera (S, D)-morphisme. Pour tout x de E et tout a de K, on 
a alors: 
(xa)H=xH.aS+x.aD. 
Pour un (S, D)-morphisme H de E, il existe (Prop. 1) un Clement p de 
K* tel que H = Ip si et seulement si D est interieure induite par -p. Un 
tel H se nommera alors une (S, D)-h omothetie de rapport p (ou homothetie, 
tout court); c’est une bijection de E sur E. Du ThCoreme 2, on deduit: 
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C,OROLLAIRE 3. L’n (S, D)-movphisme H de E, avec D + 0, applique 
toute droite vectorielle de E dans une droite vectorielle si et seulement si H 
est une homothe’tie. 
Soit maintenant II un (S, D)-morphisme de E et x f  0 dans &‘. Pour 
que B applique la droite vectorielle d, passant par x dans elle-meme, il 
est Cvidemment necessaire qu’il existe 01 t K tel que: 
Keciproquement, si cette condition est realisee, on a: 
(xa)H : xH aS + x . aD = x(, a.9 + aD), (atk’) (1) 
et par suite: 
d,H C d, 
PROPOSITION 3. lln (S, D)-morphisme de H dam E applique une dvoite 
vectorielle d, (x ;i- 0) dam elle-m2me si et seulement s’il existe a E A’ tel que 
XH -= x01. 
x SC: nommera vecteur propre de H et 01 valeur propre correspondante. 
La relation (I) montre que, pour tout a f  0 de K, xa est aussi vecteur 
proprc de H et la valeur propre correspondante est aml(ol . aS my. a/,). 
I-i Ctant un morphisme du groupe additif dc E, il est injectif si et settlement 
si ker H = (01, done si et seulcment s’il n’a aucunc valeur propre nulle. 
3. (s, D, h)-OR'rHO~lORPHISn/rES 
DT~FINITION. Soielzt H un (S, D)-morphisme de E et h un &ment de h’. 
On diva que H est un (S, D, A)-orthomorphisme (de rapport p) si les deux 
conditions suivantes sont rdalise’es: 
(a) H n’a aucun vecteur pvopre. 
(b) Hz + HA est une homothbtie (de rapport p). 
Si X = 0 et D = 0, un tel H est un S-orthogonalisateur [6]. 
Etudions d’abord un (S, D)-morphismc H de E satisfaisant a la condition 
(b). Si H a un vectcur propre x, il existe a t K tel que: 
d’ou: 
XII = xa, 
x1i2 = xH aS + x . aD = x(a . aS + aD). 
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Comme x(F + HA) = xp entraine xH2 = x(p - ah), on obtient: 
a . aS + aD + ah = p. (2) 
Reciproquement, si l’equation (2) a une solution dans K, soit u # 0 
un Clement choisi dans E et posons: 
x = ua - uH. 
Si x = 0, alors u est vecteur propre de H. Supposons x # 0; alors: 
xH = uH. aS + u . aD - (up - uHA), 
= uH . (aS + A) + u(aD - p). 
Par (2), on obtient: 
xH = uH(aS + A) - ua(aS + A) = -x(aS + A), 
et x est vecteur propre de H. Done: 
PROPOSITION 4. Un (S, D)-morphisme H, tel que H2 + HA soit me 
homothe’tie de rapport p, n’a aucun vecteur propre si et seulement si l’lquation (2) 
da pas de solution duns K. 
Considerons maintenant un (S, D, A)-orthomorphisme H de E; n’ayant 
pas de vecteur propre, H est injectif. De m&me H + IA n’a pas de vecteur 
propre et est injectif. Comme H(H + IA) es une homothetie, done bijective, t 
alors H et H + IA sont bijectifs. 
Cherchons les conditions necessaires pour qu’un (S, D)-morphisme H 
de E soit un (S, D, A)-orthomorphisme de rapport p. Pour tout x # 0 
dans E, la famille {x, xH} est libre a droite a cause de (a). De plus: 
(xa)H = xH . aS + x aD (aEK) 
entraine: 
d’oh: 
(xa)H2 = xH2 aS2 + xH . a(SD + DS) + x . aD2, 
(xa)(H2 + HA) = xH2 . aS2 + xH . a(SD + DS + Sh) + x a(D2 + DA). 
Comme H2 + HA est une homothetie de rapport p, alors: 
(xp - xHA) . aS2 + xH . a(SD + DS + Sh) + x . a(D2 + DA) = (xa)p 
exige: 
a(SD + DS) = X . aS2 - aSA (3) 
a(D2 + D) = up - p . aS2. (4) 
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D’autre part, de la relation: 
x(H” + HA) : xp; 
on deduit, en prenant les images par H: 
De plus, xH(H’ + HA) =: xHp entraine xHa : xHp - xH’X, done: 
xHp - xH2A -+ xH2 AS + .vH. AD = XH pS + x pD, 
et, en remplacant xH2 par up - xHh, on obtient: 
xH(~ + AD) + (xp - mHA)(hS - A) =m xH . ,A’ + x pll, 
et par consequent: 
XL) = h(hS - A) f  ps ~ p, (5) 
pII == p(hS - A). (6) 
Les conditions (2)-(6) sont, d’apres le thtoreme 1 de Cohn [3], necessaires 
et suffisantes pour qu’il existe une extension quadratique de K, not& 
K(v, S, L), A, p), avec une K-base a droite { 1, VI, telle que: 
av = v  . as + UD, (UEK) (7) 
v2 + VA - p = 0. (8) 
Considerons alors l’anneau End(E) des endomorphismes du groupe 
additif de E; les homotheties de E constituent un sous-corps de End(E), 
isomorphe a K. DCsignons par L le sous-anneau de End(E) engendre par 
les homotheties et le (S, II, A)-orthomorphisme I-1 de E:. Les conditions 
necessaires trouvt‘es montrent que L est un corps, isomorphe a K(a, S, II, A, p). 
On peut done considerer E comme un L-espace vcctoriel a droite. Soit 
(e,),c?, une L-base a droite de cet espace et designons par F le K-espace 
vectoriel a droite de base (c,);~~. Alors, E est isomorphe au produit tensoriel 
F &I~. 
Reciproquement, soient K un corps avec un endomorphisme S et une 
S-derivation II, et F un K-espace vectoriel a droite. On sait que F est 
isomorphe a F OK K. Supposons qu’il existe une extension quadratiquc 
L = K(v, S, II, A, p) de K. Par extension du corps des scalaires, on obtient 
un L-espace vectoriel a droite E m= F OR L, qui est aussi un K-espace 
vectoriel B droite. Tout x de E s’ecrit: 
x=yEJcx (YEF, atL). 
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Definissons HE End(E) par: 
xH = y  @ (w). 
I1 est alors immediat que, de (7) et (8), decoulent: 
(xa)H = xH. US + x . aD @EK) 
Hz + HA = Ip. 
Avec la proposition (4), il en resulte que H est un (S, D, A)-orthomorphisme 
de E. Done: 
TH~ORBME 3. Soit E un espace vectoriel & droite SW un corps K avec 
un endomorphisme S et une S-derivation D. I1 existe un (S, D, h)-orthomor- 
phisme de E (de rapport p) si et seulement s’il existe un K-espace vectoriel h droite 
F et une extension quadratique L = K(v, S, D, A, p) de K tels que E = F &L. 
En particulier, si (dim, E)R = 2, il existe un (S, D, h)-orthomorphisme 
de E, de rapport p, si et seulement si E est isomorphe a une extension 
quadratique K(z), S, D, A, p) de K. 
4. (S,n)-ORTHOGONALISATEURS 
Nous Ctudions maintenant les structures geometriques de certaines 
extensions finies des corps non commutatifs. Soit E un K-espace vectoriel 
a droite et H un S-morphisme de E. Pour tout a # 0 dans K, Ha est un 
SS,-morphisme de E, S, Ctant interieur induit par a. De m&me aH = H . aS 
est un SS,,-morphisme de E. Par definition l’operateur xi Hiai associe 
a tout x de E le vecteur xi xHiai ; ainsi, a tout polynome p(t) de l’anneau 
K[t; S], a une indeterminee t, avec la multiplication at = t . aS (cz E K), 
est associe un operateur p(H) sur E. 
D~~FINITION. Soit n un entier > 2 et E un K-espace vectoriel & droite 
de dimension > n. Un S-morphisme H de E se nommera (S, n)-orthogonalisateur 
de rapport p si: 
(a) pour tout x # 0 dam E, la famille {x, xH, xH2,..., xHn-l) est libre 
ir droite dans E; 
(b) H” est une homothetie de rapport p. 
Un (S, n)-orthogonalisateur est done bijectif. Cette notion gtneralise 
celle de S-orthogonalisateur [6] d’un K-espace de dimension 2. 
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PKOPOSITION 5. I’n S-movphisme H de E vbifie (~3) si et seulement si, pour 
tout polyncime non nulp(t) F K[t; S], de degrP < n, p(H) est injectif. 
Pveuve. (I) Si la condition (a) est realis& par un S-morph&me If de B, 
alors pour tout p(t) cd=, t/a, (0 5; Y < n, a,. # 0), la condition .xp(ZI) = 0 
cxige x = 0, puisque les u, ne sont pas tous nuls. Done p(H) est injectif. 
(2) Si la condition (a) n’est pas verifiee par H, il existe .X -,‘- 0 dans E 
et des scalaires ai (0 < i ‘.G n - I) non tous nuls tels que ~~~~ xH’u, =: 0. 
I1 existe done un polynbmc p(t) :- xy^,’ tk, non nul de K[t; S], de degre 
< II, tel que .yp(N) 0, avec s I 0, et p(H) n’est pas injectif. 
L‘ozt H un S-morphisme de E yui vt%jie (1,). &4lors II 
~ei$iY~‘~t’~ sLemt2 si t 1’ 1 lL ~ p est irvr’ductible dans K[t; S]. 
Pveuve. (1) Si t” - p est r-cductible dans K[t; S], il existe deux 
polynomes p(t) et s(t) dans K[t; S], de degres ;: 1 et < n, tels que: 
d’oir: 
tl’ .- p _ PC4 s(t) 
et l’un au moins des deur operateurs p(H), q(N) n’est pas injectif. Done 
(Prop. 5) la condition (a) n’est pas v&if& par If. 
(2) Si la condition (a) n’est pas verifiee, il existe un polynome non 
nul p(t) E K[t; S], de degre < n, et un x $- 0 dans E tels que: 
.xp(H) = 0. 
Effectuons dans K[t; S] les divisions euclidiennes successives 
f” - P = PW h(t) + PI(t) 
f” - p = PI(t) yz(t) -t p,(t), etc. 
Les degres des polynomes p, , p, ,... decroissent strictement; on arrive done 
par cet algorithme a un reste constant: 
tn - P = P,-1(t) &) f  Pr . (p,. -: const.) 
Alors: 
H” - 1, = P(H) q,(H) + p,(H) et xp(H) ~~ 0, 
entrainent: 
xpp,(H) = 0, 
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et ainsi de suite: 
xp,(H) = ... = xp,-l(H) = xp, = 0, 
d’oh: 
P, = 0 (car x # 0). 
Par consequent tn - p est reductible, ce qui acheve la demonstration. 
Cherchons maintenant les conditions necessaires pour qu’un S-morphisme 
H soit un (S, n)-orthogonalisateur de E, de rapport p. Pour tout x E E et 
tout a E K, on a: 
(xa)H = xH . as, 
et pour tout entier nature1 1z: 
(xa)H” = xHn . aSn. 
Si H” = Ip, alors: (xa)p = xp . as”, d’oh: 
as” = p-lap, (9) 
et S” est interieur induit par p. 
De plus: xHn+l = (xH)H” = (xH”)H entraine (xH)p = (xp)H = xH . pS, 
done: 
ps = p. (10) 
Enfin (Prop. 6): 
t” - p est irreductible dans K[t; S]. (11) 
Les conditions (9), (lo), (11) dherminent une extension a droite d’ordre n 
de K, engendree par un Clement primitif v  tel que 
au = v  . as, (12) 
vn = P- (13) 
En effet, les conditions (9) et (10) montrent que Pp-l - 1 appartient au 
centre de K[t; S] car: 
t(t”p-1) = (Pp-‘)t, 
a(t”p-‘) = tn - aSnp-l = (Tp-‘)a. @EK) 
Done (t” - p) K[t; S] est un ideal bilatere de K[t; S]; c’est de plus 
un ideal premier a cause de (11). Par consequent, l’anneau quotient 
K[t; S]/(t” - p) K[t; S] est un corps, extension a droite de K d’ordre tl, 
qui sera notee K(v, S, n, p). 
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Considerons alors l’anneau End(E) des endomorphismes du groupe 
additif de E. Les homotheties de E et le (S, n)-orthogonalisateur H engendrent 
un sous-corps I, de K, isomorphe B K(v, S, n, p). E peut etre consider& 
comme un L-espace vcctoriel B droite. Si (ei)itl est une L-base a droite de 
cet espace, dcsignons par F le K-espace vectoriel a droite de base (e,),,, . 
Alors E est isomorphc au produit tensoriel F casL. 
Keciproquement, soicnt K un corps avec un automorphisme 5’ et F un 
K-espace vectoriel a droite. Supposons qu’il existe une extension d’ordre n 
B droite Z, ~7: K(e, S, n, p) verifiant (12) et (13). (Alors (9)-(11) sont aussi 
verifies.) Par estension du corps dcs scalaires, on obtient un K-espace 
vectoriel E ~ F OK L. 
Le morphisme II E End(E) defini par: 
verifie Cvidemment, a cause de (12) et (13): 
(,xa)H = .xH as (aEK) et H’” = I P, 
Avec la Prop. 6, il cn resulte que H est un (S, n)-orthogonalisateur. 
TH~~OKBME 4. Soit E un espace eectoviel li dvoite SW un corps k7 avec 
un automorphisme S. II existe un (S, n)-orthogonalisateur de E (de rapport p) 
si et seulement s’il existe am K-espace vectoviel k droite F est une extension 
d’ordre n b dyoite L ~ K(v, S, n, p) tels que B =m: F mKL. 
En particulier, si (dim, E)R = n, il existe un (S, n)-orthogonalisateur dc E 
de rapport p si et seulement si E cst isomorphe a une extension d’ordre n 
B droite K(v, S, n, p). 
5. EXTENSIOKS GALOISIENNES 
Nous nous proposons maintenant de caractiiriscr les extensions L = 
K(u, S, n, p) qui sont galoisiennes sur K. 11 nous faut d’abord etudier le 
centre li de L ct le centralisateur I’ de K dans L. IXsignons par T le centre 
de K. Alors: 
si et seulement si, pour tout b de K, xb = bx, soit: 
a b z = bSia. 1 . (0 < i 5g ?Z- 1) (14) 
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Pour que x E U, il faut et il suffit que x E V et xv = vx. 
(1) Si aucun des 9 (1 < i < n - 1) n’est interieur, alors (14) donne 
a, = 0 pour i # 0 et a, E T, d’oh: 
V=T et U = {Q E TjaS = a}. 
(2) Si S est interieur induit par y, alors (14) donne: 
yiaz E T, (O<i<n-1) 
et comme S = 1 sur T: 
V = U = T(vy-l), 
extension d’ordre n du centre T engendree par vy-l. 
(3) S’il existe un plus petit entier 4 (1 < 4 < n) tel que Sn est interieur 
induit par y, alors Cvidemment n = qm, avec m entier. Les conditions (14) 
donnent: 
ai = 0 pour i + 0 (mod. q), 
yiai E T pour i = 0 (mod. q). 
11 en resulte que le centralisateur est V = T(vqy-l), extension d’ordre m 
de T engendree par v~y-l; il est commutatif. L’automorphisme S de K se 
prolonge a L en l’automorphisme interieur induit par v  et on a alors: 
u = (x E VlxS = x]. 
Remarque. Pour la suite, il sera utile de noter que ySy-’ E T. En effet, 
pour tout a de K: 
y-?9 . a . yS = (y-l . as-ly)S = aS-lSQS = a$ = y-lay. 
Cherchons maintenant a quelles conditions L est galoisienne sur K, i.e., 
le groupe G des K-automorphismes de L (automorphismes laissant invariant 
tout Clement de K) admet K pour corps des invariants. Caracterisons 
d’abord le groupe G. Soit o E G, et 
n-1 
vu = C viai 
i=O 
(ai E K). 
Pour tout b E K, bv = v  . bS entraine b . vu = vu . bS, done: 
bSia, = ai . bS (0 < i < n - 1). (15) 
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5.1. Nous ktudions d’abord le cas oti aucun des automorphismes 9 
(I .<, i < VZ) n’cst intkrieur. La caractkrisation des extensions L galoisiennes 
sur K peut etre obtenue dans ce cas par des voies relativement plus simples 
quc dans le cas g&n&al, qui sera cnvisagC plus loin. Lcs conditions (15) 
exigent alors: 
a, 0 pour i i I, 
q(= u) E T, ccntre de K. 
Remarquons que: 
Notations. Pour tout x d’un corps K avcc un automorphisme S et tout 
entier p > 0, posons: 
Lr\‘,(x; S) = rS”+l ” xsx (Left-norm), 
RN,(,y; S) =: x .y,s ... .vS”-I (Right-norm). 
Si K est commutatif, les normes B droite et h gauche coincident et SC 
noteront simplemcnt X,(x; S). 
Remarquons maintenant que 2’” p E K exige v% =- vi”, done: 
!v\i’,l(u; S) =- 1. 
11 en rksulte que G est le groupe des automorphismes z’ --f zm quand a 
pal-court le sous-groupe du groupe multiplicatif de T*: 
et G est isomorphe B T, 
Puisque S” -= 1 sur T, la restriction de S B T cngendre un groupc cylique 
dont l’ordre p divisc n; wit n pr. Alors: (a E T) X,(a; S) ==- h entraine 
X,,(u; S) =- 6’. 
L’endomorphisme p : a - ;V,(a; A’), du groupe multiplicatif de T*, 
envoie T, SW le sous-groupe Tqlp du groupe dcs racks v-ikmes de l’unitb. 
Si 1’,,9, est d’ordre d, diviseur strict de Y, alors a E T, entraine i\TDd(a; S) == 
(,Y,(a; sy = I, ct tout K-automorphisme de G laisse 7;‘“( invariant; 
l’extension L n’est alors pas galoisienne sur K. Pour qu’ellc le soit, il est 
ntkessaire par consitqucnt que l’ordre de TrL soit cxactement Y, i.e., que 
T contiennt: un t%ment a tel que N,,(a; S) = b wit racine primitive r-i&me 
de l’unitk. 
Nous allons montrer que cette condition suffit. Nous aurons besoin du 
lemme suivant : 
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LEMME. Soit S un automorphisme # 1 d’un corps E tel que S” = 1. IL 
existe dans E des e’lments a # 1 tels que RN,(a; S) = 1 (resp. LN,). Si 
de plus l’ordre du groupe cyclique engendre’ par S est p > 1, il existe a dans E 
tel que RN,(a; S) # 1 (1 < i < p) et RN,(a; S) = 1 (resp. LN). 
Preuve. Puisque S # 1, il existe b E E tel que bS # b. Alors a = b-l . bS f  1 
et RN,(a; S) = b-l bS” := 1. 
Supposons maintenant Si # 1 (1 < i < p) et SP = 1, p &ant l’ordre 
de S, et designons par Es* le corps des invariants de Si. Alors: 
E,CE,zC...CE,,-1CE,,= E. 
Puisque S+l # 1, alors Es,-1 # E. Prenons b E E - ESp-l . Alors 
b # bSi (1 < i < p). Soit a = b-l . bS. On a: 
RN,(a; S) = b-l bSi # 1 (1 < i <p) et RN,(a; S) = 1. 
Le lemme est demontre. 
Supposons maintenant que le centre T de K contienne un Clement a tel 
que N,(a; S) = b soit racine primitive r-i&me de l’unite. 
(1) Si p = 1, T contient une racine a primitive n-i&me de l’unite et 
l’automorphisme v  ---f va est cyclique d’ordre n sur K. L’extension L est 
cyclique, done galoisienne sur K. 
(2) Si p > I, et si pour 1 < i < fl, on a Ni(a; S) # 1, l’automor- 
phisme v  - va admet encore K pour corps des invariants et L est galoisienne 
sur K. 
(3) S’il existe un plus petit entier d (1 < d < n) tel que N,(a; S) = 1 
(d divise n), alors le corps des invariants de CJ : 21 --f va est engendre par 
I’ClCment primitif vUd. Prenons c E T, tel que N,(c; S) # 1 (1 < i < p) 
(Lemme). Alors l’automorphisme z+G : 8 + vc admet pour corps des invariants 
le corps engendre par 1’ClCment primitif VP. 11 en resulte que le corps des 
invariants de {a, #} est engendre par 1’ClCment primitif v~, m &ant ppcm(d, p). 
Mais, puisque N,(a; S) = b est racine primitive r-i&me de l’unite, et que, 
a la fois, v% = vWmll~ et v% = vna, on a alors m = n, et le corps des 
invariants de {u, $} est K. Done L est galoisienne sur K. 
5.2. Examinons maintenant le cas general: il existe un plus petit entier q 
(1 < q < B) tel que Sq est inttrieur (induit par y). (L’Ctude qui suit comprend 
comme cas particulier le cas precedemment CtudiC pour q = n). Soit n = qm 
(m entier). Le centralisateur I’ = T(vYy-I) de K dans L est commutatif 
et est extension d’ordre m de T. Le centre U de L est l’ensemble des x de I’ 
tels que xS = x (S est prolong6 a L en l’automorphisme interieur induit 
par v). Le centralisateur V admet S puisque @y-l E T (Remarque p&c& 
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dente). Caracterisons Ic groupe G des K-automorphismes de L. Les relations 
(15) donnent: 
a, -= 0 pour i z..~ I (mod. q), 
pl),‘f@ E 7’ pour i zp 1 (mod. q), 
et par suite, pour tout e de G, on a: 
vu = vu avec UE v. 
De plus: vllu ~~ vnN,(a; S) ain exige N,,(a; S) = I. (Les normes B droite 
et a gauche coi’ncident dans IT, puisque b’ est commutatif et admet 5’). 
Reciproquement, pour tout a t V tel que N,,(a; S) 1, (T : ‘u + vu est 
un K-automorphisme de L, car pour tout x de K: 
equivaut B ma vu ss 
et de plus v% ~ +. 11 en resulte que G est l’ensemble des automorphismes 
v  + va quand a parcourt le groupe multiplicatif: 
v,, = (u E v*/Nr,(u; S) = I ). 
On a s’i =- 1 sur C’. Par suite, la restriction de S B V engendre un groupe 
cyclique dont l’ordre p divise 9, done n. Soit n ~ pr. L’endomorphisme 
g, : a - N,(u; S) du groupe multiplicatif de V* envoie V, sur le sous-groupe 
v7n9) du groupe R des racines r-iemes de l’unite. Comme au paragraphe 
precedent, on voit que 1, ne peut etre galoisienne sur K que si l’ordre de 
V ,,g, est exactement Y, i.e., V contient un Clement a tel que b ~ NJa; S) 
est racine primitive r-i&me de I’unitC (S’l’ == I sur V entraine bS = b, 
et b E U). 
Reciproquement, supposons cette condition realis& et montrons qu’alors 
L est galoisienne sur K. On a d’abord l/,p, ~ R C U. DCsignons brikement 
par K(vr’) le sous-corps K(v”, SD, Y, p) de L. En appliquant les resultats 
de l’etude faite au debut de cette section, on voit que le centralisateur de K 
dans K(vp) est prkisement F’ = T(v*ypl). De plus, comme So :: I sur V, 
le centre de K(d’) est encore V. Remarquons maintenant que: 
et comme: 
R C UC V C K(v”), 
K(v”) admet tout automorphisme o de G. 
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Le sow-groupe G’ des automorphismes de G qui laissent fixe tout Clement 
de K(@) est constitue des u ---f vu tels que: 
a E VP = {a E- v*/N*(a; S) = l}. 
Sip=l,onaG’=l.Sip>l,commeSi#lsur V(l<i<p), 
il existe, d’apres le lemme, c E V tel que: 
Np(c; S) = I et N&; S) # 1 (1 < i <p). 
L’automorphisme de G’, # : u + vc, admet K(9) pour corps des invariants 
et par suite L est galoisienne sur K(V), le groupe de Galois correspondant 
&ant G’. De plus, G’ est distingue dans G. Le groupe quotient G/G’ est 
isomorphe a R; les r classes de G/G’ sont representees par v  + vbi (1 < i < Y), 
b Ctant primitive dans R. 
Les restrictions a K(vp) des automorphismes de G constituent un groupe H 
isomorphe a G/G’. Remarquons que H ne contient pas d’automorphisme 
interieur # 1. En effet, si 0 E H, avec (J interieur induit par d E K(G), 
alors pour tout x de K, xu = x entraine d-lxd = x, d’oh d E V, et comme I/ 
est aussi le centre de K(rP), on a: 0 = 1. Appliquons alors le Theo&me 1 
de Cartan [2, p. 651, en remarquant que H est un “groupe acheve” puisqu’il 
ne contient pas d’automorphisme interieur distinct de 1: le rang de K(vp) 
sur le sous-corps des invariants de H est Cgal a l’ordre r du groupe H, et 
par consequent ce sous-corps des invariants est K. 11 en resulte que L est 
galoisienne sur K. On peut done Cnoncer: 
TH~OR~~ME 5. Soit L = K(v, S, n, p) une extension h droite d’ordre n 
d’un corps K uvec un uutomorphisme S, engendree par un e’l&nent primitif v  
tel que vn = p E K. (S est etendu a L en l’uutomorphisme intkieur induit par v.) 
Soit p l’ordre du groupe cyclique engendre’ par S sur le centrulisuteur V de K 
duns L. 
Alors L est guloisienne sur K si et seulement s’il existe un ele’ment a de V 
tel que N,(u; S) soit rucine primitive n/p-i&me de l’unite’. 
Duns le cus oic uucun des automorphismes Si (1 < i < n) nest intkieur, 
le centrulisateur V est le centre T de K. On a ulors en purticulier: 
(a) Sip = 1 (i.e., S = 1 sur T), L est guloisienne sur K si et seulement 
si T contient une racine primitive n-ieme de l’unite’. Alors L est cyclique d’ordre n 
sur K. 
(b) Sip = n (i.e., Si # 1 sur T (1 < i < n)), L est toujoursguloisienne 
sur K. 
Dans le cas particulier oh n = 2, L est extension quadratique de K. 
On a les resultats suivants: 
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-si la caractkristique est f  2, L est galoisienne sur K. 
-si la caractkristique 2, L est galoisienne sur K si et seulement si 
S + 1 sur T. (On retrouve le ThCorkme 6 de [6].) 
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